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Abstract 
In the present paper, a temperature‐dependent meshless numerical framework based on 
the  thermo‐related  quasi‐continuum  constitutive  model  is  developed  for  predicting  the 
thermal  mechanical  properties  of  single‐walled  carbon  nanotubes  (SWCNTs)  at  finite 
temperature. The extended  thermal‐related higher order Cauchy‐Born (THCB) rule  included 
second  order  deformation  gradient  relates  the  deformation  of  bond  vectors  of  the  atomic 
system and that of the continuous medium, which can capture the curvature effect of carbon 
nanotubes  (CNTs) conveniently. Helmholtz  free energy  is employed  to allow  for  the  thermal 
effect  of  SWCNTs.  In  the  meshless  numerical  implementations  of  the  theory,  the  Newton 
iteration method  is  applied  to  find  the  equilibrium  configuration  of  a  SWCNT  subjected  to 
large  deformation  at  a  prescribed  temperature  only with  the  nodal  displace  parameters  as 
optimization  variables.  The  finite  deformation  behaviors  of  armchair  and  zigzag  SWCNTs 
                                                        
∗
 Corresponding author. Tel: +86‐411‐84707807. E­mail addresses: guoxu@dlut.edu.cn 
‐ 2 ‐ 
 
under axial compression and torsion are tested. It is shown that the simulation results are in 
good  agreement  with  those  obtained  by  molecular  dynamic  methods  even  with  fewer 
meshless nodes used.   
Keywords: Single‐walled carbon nanotubes;  thermal‐related higher order Cauchy‐Born rule; 
Quasi‐continuum  model;  Helmholtz  free  energy;  Meshless  method;  Buckling  and 
post‐buckling. 
1. Introduction 
Nowadays, as a new allotrope of carbon, carbon nanotubes (CNTs) have been attracting 
intense  research partly due  to  their exceptional mechanical and electronic properties. Many 
applications of CNTs have been reported such as nano‐electronics, quantum wires, composites, 
biosensors,  etc.  In  order  to make  good  use  of  these  nanoscale materials,  it  is  imperative  to 
have a good knowledge of their thermal mechanical responses. 
In‐situ experiments are necessary means to obtain the intrinsic mechanical properties of 
CNTs (Treacy et al., 1996; Krishnan et al., 1998; Wong et al., 1997; Yu et al., 2000). However, it 
is  a  great  challenge  to manipulate  such  small  objects  (with nanometer  scale) properly with 
atomic  force microscopy or  transmission electron microscopy. And  the experimental  results 
are  highly  dependent  on  samples  such  as  with  or  without  defects.  In  addition,  atomistic 
modeling approaches (Yakobson et al., 1996; Iijima et al., 1996; Popov et al., 2000; Hernández 
et al., 1998; Goze et al., 1999; Liu et al., 2004) such as molecular dynamics methods are widely 
used for predicting the mechanical properties of CNTs, which can capture detailed knowledge 
of atoms of the considered atomic system such as positions and velocities. However, the efforts 
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of computation are tremendous especially the considered system is relatively larger, which is a 
fatal  barrier  from  the  engineering  application  point  of  view.  Fortunately,  the 
continuum‐mechanical  theory  can  be  used  as  an  appropriate  candidate  for  predicting  the 
mechanical  properties  of  CNTs,  which  has  been  proved  to  be  of  efficiency  and  reliability 
recently. Govindjee and Sackman (1999) studied the validity of the simple elastic sheet model 
for investigating the mechanical properties of nanotubes. It is shown that the analysis results 
of  mechanical  response  for  nanotubes  subjected  to  bending  loads  were  dependent  on  the 
considered  system  size.  Ru  (2000a,  b)  pointed  out  that  the  effective  bending  stiffness  of 
SWCNTs should be regarded as an  independent material parameter  in  the developed elastic 
honeycomb model  for  analyzing  the mechanical  properties  of  nanostructures.  Furthermore 
with the same theory, they investigated the elastic buckling behavior of single‐walled carbon 
nanotube  ropes.  Odega  et  al.  (2002)  applied  the  proposed  equivalent‐continuum model  to 
predict  the  effective‐continuum  geometry  of  nano‐sized  objects  and  bending  rigidity  of 
graphene  sheet.  Subsequently,  it  is  found  by  Sears  and  Batra  (2004,  2006)  that  the  strain 
energy  of  SWCNTs  under  bending  deformations  based  on  the  Euler‐Bernoulli  beam  theory 
were  in  good  agreement with  the  results  obtained  by  the molecular‐mechanics  simulations 
and  the  buckling  patterns  of  multi‐walled  carbon  nanotubes  (MWCNTs)  with  large  aspect 
ratio were comparable to those simulated through the Euler buckling theory. In addition, they 
also established a finite element numerical framework for simulating the buckling behavior of 
MWCNTs.  It should be pointed out  that  the continuum mechanical models mentioned above 
are phenomenological methods and a few additional material parameters need to be obtained 
by fitting of numerous experimental data which sometimes are unavailable.   
‐ 4 ‐ 
 
Recently,  a  quasi‐continuum  modeling  approach  (Tadmor  et  al.,  1996,  1999;  Gao  and 
Klein,  1998;  Miller  et  al.,  1998;  Shenoy  et  al.,  1999;  Zhang  et  al.,  2002a,  b)  for  simulating 
mechanical respones of nanometer‐sized materials has been used widely. It can be extracted 
directly from atomic crystalline system based on the empirical potential with the Cauchy‐Born 
rule  relating  the deformation of  the  atomic  configuration  and  that of  continuum. Compared 
with  the  conventional  continuum models,  the  quasi‐continuum based model  does  not  need 
any  fitting  parameters  inputting.  Arroyo  and  Belytschko  (2002,  2004)  first  pointed  out  the 
lattice  vectors  being  on  chords  of  a  curved  crystalline  film  rather  than  lying  on  its  tangent 
space. Accordingly, the classical Cauchy‐Born rule can’t be employed directly for CNTs because 
it cannot take the curvature effect into consideration. Under this circumstance, they developed 
a finite deformation quasi‐continuum model based on the extended exponential Cauchy‐Born 
rule  which  naturally maps  a  tangent  vector  of  a manifold  into  itself.  In  addition,  they  also 
established a numerical simulation framework based on their proposed constitutive model for 
simulating  the  finite  deformation  behaviors  of  CNTs  without  considering  the  temperature 
effect. Sunyk and Steinmann (2003) proposed a continuum‐atomistic model for investigating 
the  inhomogeneous  deformation  response  of  atomic  crystalline.  Based  on  the  Cauchy‐Born 
rule  with  second‐order  deformation  gradient  incorporating,  this  model  was  employed  to 
investigate non‐homogeneous simple shear deformation of the considered atomic film. Guo et 
al.  (2006a, b) developed a nanoscale quasi‐continuum consititutive model  for simulating the 
mechanical  properties  of  SWCNTs  based  on  the  so‐called  higher  order  Cauchy‐Born  (HCB) 
rule  and  Tersoff‐Brenner  interatomic  potential.  Due  to  including  the  second‐order 
deformation  gradient  tensor  in  HCB  rule,  the  positions  of  carbon  atoms  on  a  deformed 
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crystalline membrane can be found with more accuracy, at the same time, the curvature effect 
of CNTs can be considered in a convenient way. Sun and Liew (2008a, b) proposed a HCB rule 
based  mesh‐free  computational  framework  to  analysis  the  finite  deformation  behaviors  of 
SWCNTs. As expected, their simulation results for boundary problems of SWCNTs under large 
deformations were in consistent with those obtained by atomistic model. However, it is worth 
noting  that  none  of  these  quasi‐continuum  models  proposed  above  allowed  for  the 
temperature effect.   
It  is  well‐known  that,  cooperating  with  other  facilities  or  independence,  the  real 
nano‐structures  or  devices will work  in  a  temperature  environment.  Therefore,  an  effective 
and  convenient  computational  model  for  predicting  the  thermal  mechanical  properties  of 
CNTs  should  be  established  by  taking  account  of  the  temperature  effect.  To  the  best  of  our 
knowledge,  there  are  few  efforts  on  this  aspect  which  can  be  found  in  the  literature.  A 
finite‐temperature quasi‐continuum constitutive model was developed by  Jiang et  al.  (2004, 
2005) for predicting the thermal mechanical properties of SWCNTs at finite temperature. This 
model  was  derived  from  interatomic  potential  with  the  standard  Cauchy‐Born  rule  as  the 
linkage. The Helmholtz free energy was used as thermodynamic potential with incorporating 
the  local  harmonic  approximation.  As  applications  of  the  model,  they  investigated  several 
temperature‐dependent  mechanical  properties  of  graphene  sheet  and  SWCNTs,  such  as 
coefficients of thermal expansion, specific heat and Young’s modulus. The results attest to the 
efficiency of their proposed model. 
In this study, a temperature‐dependent mesh‐free implementation scheme based on the 
thermo‐related constitutive model, with THCB rule being the key component, is proposed for 
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investigating the thermal mechanical properties of SWCNTs under large deformations at finite 
temperature. The equivalent‐continuum surface  free energy density  is obtained  through  the 
homogenization  of  the  free  energy  over  the  representative  cell  in  a  virtual  graphene  sheet 
which is formed by the positions of vibration centers of carbon atoms. Because of introducing 
the  higher  order  deformation  gradient  in  the  kinematic  description,  from  the  numerical 
implementation point of  view,  the approximation displacement  function over  the domain of 
the  considered  system  requires  at  least  C1‐continuity.  Fortunately,  the  mesh‐free  method 
(Belytschko et al. 1996, 1998) can be employed for the hyperelastic constitutive model since it 
possesses non‐local properties  (Sun and Liew, 2008a, b).  In  this study,  the Newton  iteration 
method  is  used  to  find  the  equilibrium  configuration  in  each  loading  step.  As  the  unique 
optimization  variables,  the  nodal  displacements  can  be  obtained  rapidly  through  several 
iterations  for  the  discrete  nonlinear  stiffness  equations.  Finally,  as  applications  of  the 
developed  thermal‐mechanical  numerical  framework,  we  study  the  buckling  and 
post‐buckling  behaviors  of  SWCNTs  which  are  subjected  to  compression  and  torsion 
deformations  at  different  temperatures.  The  numerical  simulation  results  show  that,  with 
fewer meshfree nodes used,  the deformation modes and energy of  SWCNTs match well with 
those obtained by molecular dynamic methods. Furthermore, the variations of critical strain of 
zigzag and armchair SWCNTs with different radii at 0K (non‐thermal effect) and 300K (room 
temperature)  are  also  investigated.  These  numerical  simulation  results  demonstrate  the 
feasibility of our developed thermal‐mechanical quasi‐continuum model.   
The rest of the paper is organized as follows: The Tersoff‐Brenner interatomic potential is 
firstly introduced in Section 2. Section 3 presents the proposed THCB rule. Section 4 describes 
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the  Helmholtz  free  energy  and  introduces  the  deformation  mapping  relationship  from  an 
undeformed virtual graphene sheet to the corresponding deformed hollow cylindrical SWCNT. 
In  Section  5,  we  deduce  the  temperature‐related  constitutive  model  based  on  THCB  rule. 
Subsequently, the meshless numerical simulation framework is proposed in Section 6. Based 
on the above preparations, several numerical examples for thermal‐mechanical properties of 
SWCNTs are presented in Section 7. In the end, some concluding remarks are given in Section 
8. 
2. Tersoff­Brenner interatomic potential for carbon 
The multi‐body interatomic potential which was proposed by Tersoff (1988) and Brenner 
(1990) is widely used for the description of the interactions between carbon atoms. It has the 
following form: 
ܸ൫ݎூ௃൯ ൌ ோܸ൫ݎூ௃൯ െ ܤതூ௃ ஺ܸ൫ݎூ௃൯                                               ሺ1ሻ 
where  ݎூ௃  denotes the distance between atoms  ܫ  and  ܬ;  ோܸ  and  ஺ܸ  represent the repulsive 
and attractive pair potentials between bonded carbon atoms;  ܤതூ௃  is the multi‐body potential 
depending on the bond length  ݎூ௃  as well as the bond angles between  ܫܬݐ݄  bond vector and 
other adjacent bonds emanating from atom  ܫ. 
ோܸሺݎሻ ൌ
ܦሺ௘ሻ
ܵ െ 1
݁ି√ଶௌఉൣ௥ିோ
ሺ೐ሻ൧
௖݂ሺݎሻ                                             ሺ2ሻ 
஺ܸሺݎሻ ൌ
ܦሺ௘ሻ
ܵ െ 1
ܵ݁ିඥଶ/ௌఉൣ௥ିோ
ሺ೐ሻ൧
௖݂ሺݎሻ                                           ሺ3ሻ 
ܤതூ௃ ൌ
1
2
൫ܤூ௃ ൅ ܤ௃ூ൯                                                           ሺ4ሻ 
ܤூ௃ ൌ ൥1 ൅ ෍ ܩ൫ߠூ௃௄൯ ௖݂ሺݎூ௄ሻ
௄ሺஷூ,ூሻ
൩
ିఋ
                                         ሺ5ሻ 
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ܩሺߠሻ ൌ ܽ଴ ቈ1 ൅
ܿ଴ଶ
݀଴
ଶ െ
ܿ଴ଶ
݀଴
ଶ ൅ ሺ1 ൅ ܿ݋ݏߠሻଶ
቉                                      ሺ6ሻ 
with  ௖݂   denoting the smooth switch function to limit the range of the potential. It is expressed 
as follows: 
௖݂ሺݎሻ ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ 1 ݎ ൑ ܴ
ሺଵሻ
1
2
ቊ1 ൅ cos ቆ
ߨ൫ݎ െ ܴሺଵሻ൯
ܴሺଶሻെܴሺଵሻ
ቇቋ ܴሺଵሻ ൏ ݎ ൑ ܴሺଶሻ
0 ݎ ൐ ܴሺଶሻ
                     ሺ7ሻ 
the  parameters  ܦሺ௘ሻ,  ܵ,  ߚ,   ܴሺ௘ሻ,  ߜ,  ܽ଴,  ܿ଴,  ݀଴,  ܴሺଵሻ  and  ܴሺଶሻ  have  been  determined  by 
Brenner (1990) though fitting the binding energy and lattice constants of carbon allotropes. In 
this paper, the parameters employed in the following sections are given as 
ܦሺ௘ሻ ൌ 6.000ܸ݁,  ܵ ൌ 1.22,  ߚ ൌ 21݊݉ିଵ,   ܴሺ௘ሻ ൌ 0.1390݊݉,  ߜ ൌ 0.50000,  ܽ଴ ൌ 0.00020813, 
ܿ଴ ൌ 330,  ݀଴ ൌ 3.5,  ܴሺଵሻ ൌ 0.17݊݉,  ܴሺଶሻ ൌ 0.20݊݉. 
 
3. Thermal­related higher order Cauchy­Born rule for thermal mechanical properties 
of CNTs 
3.1 Higher order Cauchy‐Born rule for CNTs 
Generally,  the standard Cauchy‐Born rule  is applied  to establish constitutive models  for 
investigating  the mechanical  properties  of  nano‐scaled  carbon materials  in  the  principle  of 
quasi‐continuum framework (Tadmor et al., 1996, 1999; Gao and Klein, 1998; Shenoy et al., 
1999;  Zhang  et  al.,  2002a,  b).  According  to  its  definition,  the  standard  Cauchy‐Born  rule 
expresses the deformation of lattice vector in bulk materials as (see Fig. 1 for an illustration) 
࢘ ൌ ࡲ଴ · ࡾ                                                                         ሺ8ሻ 
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where  ࡾ   is  an  undeformed  lattice  vector  in  the  reference  configuration  and  ࢘   is  the 
corresponding  vector  in  the  current  deformed  configuration,  ࡲ଴  represents  the  two  point 
deformation  gradient  tensor  at  absolute  zero  temperature.  It  is  well‐known  that  CNTs  are 
curved  crystalline  membranes  with  one  (SWCNTs)  or  several  atomic  thickness  (MWCNTs). 
The  classical  Cauchy‐Born  rule,  however,  could  only maps  the  lattice  vectors  in  the  tangent 
space of the curved crystalline film. In fact, the lattice bonds are on the chords of the curved 
manifold pointed by Arroyo and Belytschko (2002, 2004). If the quasi‐continuum constitutive 
model is directly constructed based on the standard Cauchy‐Born rule, the numerical results 
for CNTs will  be  unstable  and unphysical  (Sun  and Liew 2008a,  2008b).  From  this  point  of 
view, a so‐called higher order Cauchy‐Born (HCB) rule proposed by Guo et al. (2006) for CNTs 
came into being   
࢘ ൌ ࢞ሺࢄ ൅ ࡾሻ െ ࢞ሺࢄሻ ؆ ࡲ଴ሺࢄሻ · ࡾ ൅
1
2
ࡳ଴ሺࢄሻ: ሺࡾ۪ࡾሻ                                ሺ9ሻ 
where  ࢘   and  ࡾ   are  the  lattice  vectors  in  the  reference  and  current  configuration, 
respectively.  ࢄ  is the material coordinate vector of a point in the undeformed configuration, 
and  ࢞  is  the  corresponding  coordinate  vector  in  the  current  configuration.  ࡲ଴ሺࢄሻ   and 
ࡳ଴ሺࢄሻ ൌ ׏ࡲ଴  are, respectively, the first and second order deformation gradient tensors which 
are functions of  ࢄ  at absolute zero temperature.   
Additionally, due to the microstructure of graphene sheet isn’t centro‐symmetry, an inner 
relaxation  parameter  vector ࣈ  (Tadmor  et  al.,  1999)  should  be  introduced  in  the  reference 
configuration  to  ensure  the  internal  equilibrium  of  the  non‐centrosymmetry  atomic  lattice 
structure (see Fig. 2 for reference). Therefore HCB rule for CNTs should be rewritten as 
࢘ ൌ ࡲ଴ · ሺࡾ ൅ ࣈሻ ൅
1
2
ࡳ଴: ሾሺࡾ ൅ ࣈሻ۪ሺࡾ ൅ ࣈሻሿ                                              ሺ10ሻ 
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Based on  the above HCB rule,  a hyper elastic  constitutive model  can be established  for 
analyzing the mechanical properties of CNTs.  It  is confirmed that, with  including the second 
order  deformation  gradient  term  in  kinematic  description  and  taking  the  inner  relaxation 
parameters into consideration, the accuracy of the simulations  for predicting the mechanical 
properties  of  SWCNTs  can  be  enhanced  (Guo  et  al.  2006a,  b)  and,  at  the  same  time,  less 
computational efforts are consumed (Sun and Liew 2008a, b).   
3.2 Thermal‐related higher order Cauchy‐Born rule for CNTs 
Obviously,  carbon  atoms  move  quickly  around  their  vibration  centers  all  the  time  in 
temperature environment. It is assumed that, if the temperature is not extremely high, it could 
only affect the variation of the bond length rather than change the crystalline lattice structure 
of  CNTs. Based on  this  assumption,  the  virtual  lattice  structure  is  also of  honeycomb  shape 
which  is  formed  by  the  vibration  centers  of  atoms  (see  Fig.  3  for  reference).  Under  this 
circumstance,  the corresponding thermal‐related higher order Cauchy‐Born (THCB) rule can 
be proposed as 
࢘ூ௃௖ ሺܶሻ ൌ ࡲ · ቀࡾூ௃௖ ሺܶሻ ൅ ࣈூ௖ሺܶሻቁ ൅
ଵ
ଶ
ࡳ: ቂቀࡾூ௃௖ ሺܶሻ ൅ ࣈூ௖ሺܶሻቁ ۪ ቀࡾூ௃௖ ሺܶሻ ൅ ࣈூ௖ሺܶሻቁ ቃ        (11) 
where  ࡾூ௃௖ ሺܶሻ  and  ࢘ூ௃௖ ሺܶሻ  are virtual bond vectors between the vibration centers of atoms  ܫ 
and  ܬ  in the  initial undeformed configuration and current deformed structure at prescribed 
absolute  temperature  T  respectively.  And  ࣈூ௖ሺܶሻ  is  the  inner  displacement  vector  between 
two virtual central symmetry sublattice structures of the atom  ܫ  at temperature T.  ࡲ  and  ࡳ 
are the first and second order deformation gradient tensors in the temperature field. And the 
precise derivations of  these deformation gradient  tensors  for  SWCNTs are  given  in  the next 
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section. 
4. Helmholtz free energy and the deformation mapping   
4.1 Helmholtz free energy 
It  is worth noting that when analyzing the thermal mechanical properties of condensed 
materials  such as CNTs, Helmholtz  free energy  is an appropriate choice. From the  theory of 
statistical mechanics, the free energy  ܨ௘  of the considered system can be expressed as 
ܨ௘ ൌ െ݇஻ܶlnܼ                                                                  (12) 
where  ݇஻ ൌ 1.38 ൈ 10ିଶଷܬ · ܭିଵ  is  the Boltzmann  constant;  ܶ  is  the  absolute  temperature; 
and  ܼ  denotes the partition function which can be written as 
ܼ ൌ෍݁ିఉாೝ 
௥
                                                                       ሺ13ሻ 
with  ݎ  expressing  the  ݎ െ ݐ݄  energy  state  of  the  considered  system;  ߚ ൌ 1/ሺ݇஻ܶሻ;  and  ܧ௥ 
is  the  total  energy  of  the  ݎ െ ݐ݄  energy  state.  It  is  assumed  herein  that  the  vibration 
amplitudes of  the atoms are not  large  if  the prescribed  temperature  is not very high. Under 
this assumption, by including the quasi harmonic assumption (QHA), the total energy  ܧ௥  can 
be calculated through the following approximate form 
ܧ௥ ؆ ෍԰߱௞ ൬݊௞
௥ ൅
1
2
൰ ൅ ܷ଴
ଷே
௞ୀଵ
, ݎ ൌ 0,1,2, …                                    ሺ14ሻ 
where   ܰ  is the total number of carbon atoms in the considered nano‐scaled object.  ԰  is the 
Planck’s  constant  1.05 ൈ 10ିଷସܬ · ݏ .  ߱௞, ሺ݇ ൌ 1,… ,3ܰሻ   is  the  ݇ െ ݐ݄   order  vibration 
frequency.  ݊௞
௥   denotes  the  quantum  number  associated  with  the  ݎ െ ݐ݄  micro‐state  of  the 
system for the  ݇ െ ݐ݄   particle.  ܷ଴  is the total interatomic potential of the considered system. 
From Eq. (12) to Eq. (14), the free energy of the system can be described precisely as 
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ܨ௘ ൌ ܷ଴ ൅ ݇஻ܶ෍ ln ൬2 · sinh ൬
԰߱௞
2݇஻ܶ
൰൰
ଷே
௞ୀଵ
                                          ሺ15ሻ 
where the vibration frequency  ߱௞  can be calculated by the following eigenvalue problem 
ቤ
1
݉௖
߲ଶܷ଴
߲߲࢞࢞
ቤ
࢞ୀ࢞బ
െ ࡵଷேൈଷே߱ଶቤ ൌ 0                                                ሺ16ሻ 
where  ࢞଴  denotes the position of vibration centers of all  the atoms,  ݉௖  is the carbon atom 
mass, and  ࡵଷேൈଷே  denotes the  3ܰ ൈ 3ܰ  identity matrix.   
Obviously,  if  the  considered  atomic  system  is  relatively  large,  to  find  all  the  vibration 
frequencies  via  solving  the  3ܰ ൈ 3ܰ   characteristic  determinant  in  Eq.  (16)  is  quite 
time‐consuming.  In  order  to  overcome  this  difficulty,  the  so‐called  local  harmonic 
approximation  (LHA)  is  adopted  to  neglect  the  vibration  coupling  effect  between  different 
atoms. Under this circumstance, the order of the matrix in Eq. (16) will decrease to  3 ൈ 3 
อ
1
݉௖
߲ଶܷ଴
∂࢞ூ ∂࢞ூ
ቤ
࢞಺ୀ࢞಺
బ
െ ࡵଷൈଷ൫߱ூఉ൯
ଶ
อ ൌ 0                                                  ሺ17ሻ 
where  ߱ூఉ, ሺܫ ൌ 1, … , ܰ, ߚ ൌ 1,2,3ሻ   is  the  ߚ െ ݐ݄   degree  of  freedom  of  the  vibration 
frequency of atom  ܫ  with other adjacent atoms fixed,  ࡵଷൈଷ  denotes the  3 ൈ 3  unit matrix.   
From the above assumption, the free energy can be rewritten as 
ܨ௘ ൌ ܷ଴ ൅ ݇஻ܶ෍෍ lnቆ2 · sinh ቆ
԰߱ூఉ
2݇஻ܶ
ቇቇ                                         
ଷ
ఉୀଵ
ே
ூୀଵ
ሺ18ሻ 
As pointed out by Foiles (1994), with the LHA employed, the accuracy of the simulation 
results  for  analyzing  the  thermal mechanical  properties  of  SWCNTs  are  acceptable  at  lower 
temperature (below one half of the melting point), due to the vibration anharmonic effect of 
atoms increasing with temperature.   
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4.2 The deformation mapping 
Ordinarily,  it  is assumed that SWCNTs can be obtained by rolling up to seamless hollow 
cylinders  by  planar  graphite  sheets.  It  is  known  that  along  the  different  rolling  directions, 
SWCNTs can be divided into three categories: zigzag, armchair and chiral nanotubes (Saito et 
al. 1992).   
First of all, we select a planar virtual graphite sheet as  the  reference configuration (see 
Fig.  4  (a)).  A  longitudinal  stretch  parameter ߣଵሺܶሻ  and  a  circumferential  stretch  parameter 
ߣଶሺܶሻ  as  well  as  a  twisting  angle  per  length  ߠሺܶሻ  at  absolute  temperature  ܶ  should  be 
introduced for the purpose of guaranteeing the inner equilibrium of the undeformed SWCNT. 
From the preparations made above, the deformation mapping relationship from Fig. 4 (a) to (b) 
can be derived exactly as follows 
ݔଵ ൌ ߣଵሺܶሻ ଵܺ                                                                                    ሺ19aሻ 
ݔଶ ൌ ߣଶሺܶሻܴሺܶሻsin ൬
ܺଶ
ܴሺܶሻ
൅ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻ ଵܺ൰                            ሺ19bሻ 
ݔଷ ൌ ߣଶሺܶሻܴሺܶሻ ൬1 െ cos ൬
ܺଶ
ܴሺܶሻ
൅ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻ ଵܺ൰൰               ሺ19cሻ 
where  ଵܺ  and  ܺଶ  are the material coordinates of a point in the reference configuration. And 
ݔଵ,  ݔଶ  and  ݔଷ  are  the  corresponding  coordinates  of  the  undeformed  SWCNT  in  the  Euler 
coordinate system.  ܴሺܶሻ  is the radius of the undeformed SWCNT at temperature  ܶ. It can be 
calculated by 
ܴሺܶሻ ൌ
ܽ଴ሺܶሻඥ3ሺ݊ଶ ൅ ݊݉ ൅݉ଶሻ
2ߨ
                                             ሺ20ሻ 
where  ݊  and  ݉  are a pair of integer parameters which are employed to describe the chiral 
characterization of CNTs.  ܽ଴ሺܶሻ  is the virtual bond length of the graphite sheet(see Fig. 3 for 
reference).   
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The  first  and  second  order  deformation  gradient  tensors  ࡲ  and  ࡳ  in  the  case  of 
temperature  ܶ   can  be  derived  from  the  above  parameterized  deformation  mapping 
relationship in Eq. (19) 
ܨ௜௃ ൌ
߲ݔ௜
߲ ௃ܺ
ൌ ቎
ߣଵሺܶሻ 0
ߠሺܶሻߣଵሺܶሻߣଶሺܶሻܴሺܶሻܣଶ ߣଶሺܶሻܣଶ
ߠሺܶሻߣଵሺܶሻߣଶሺܶሻܴሺܶሻܣଵ ߣଶሺܶሻܣଵ
቏                                       ሺ21ሻ 
 
ܩ௜௃ଵ ൌ
߲ܨ௜௃
߲ ଵܺ
ൌ ቎
0 0
െߠଶሺܶሻߣଵଶሺܶሻߣଶሺܶሻܴሺܶሻܣଵ െߠሺܶሻߣଵሺܶሻߣଶሺܶሻܣଵ
ߠଶሺܶሻߣଵଶሺܶሻߣଶሺܶሻܴሺܶሻܣଶ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻߣଶሺܶሻܣଶ
቏                  ሺ22aሻ 
 
ܩ௜௃ଶ ൌ
߲ܨ௜௃
߲ܺଶ
ൌ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0
െߠሺܶሻߣଵሺܶሻߣଶሺܶሻܣଵ െ
ߣଶሺܶሻ
ܴሺܶሻ
ܣଵ
ߠሺܶሻߣଵሺܶሻߣଶሺܶሻܣଶ
ߣଶሺܶሻ
ܴሺܶሻ
ܣଶ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
                                     ሺ22bሻ 
 
where  ݅ ൌ 1,2,3 ,  ܬ ൌ 1,2 .  The  coefficients  ܣଵ   and   ܣଶ   are  taking  the  following  forms 
respectively 
ܣଵ ൌ sin ൬
ܺଶ
ܴሺܶሻ
൅ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻ ଵܺ൰                                             ሺ23aሻ 
ܣଶ ൌ cos ൬
ܺଶ
ܴሺܶሻ
൅ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻ ଵܺ൰                                            ሺ23bሻ 
The equilibrium configuration of the undeformed virtual SWCNT (see Fig. 4 (b)) can be 
established  with  the  lattice  parameters  ߣଵሺܶሻ,  ߣଶሺܶሻ,  ߠሺܶሻ,   ߦଵ௖ሺܶሻ  and  ߦଶ௖ሺܶሻ  ቀࣈ௖ሺܶሻ ൌ
൫ߦଵ௖ሺܶሻ, ߦଶ௖ሺܶሻ൯ቁ  taking their optimal values. Herein, these parameters are determined through 
the  minimization  of  the  surface  free  energy  density  numerically.  Similarly,  Arroyo  and 
Belytschko (2004) also used the minimization process to find the inner relaxation parameters 
of CNTs. They pointed out that although the uniqueness of the solution for this problem could 
not be guaranteed, with the Newton method used, the optimal solution can be obtained within 
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several iterations. In this study, it is worth noting that these parameters can also be obtained 
quietly within about 8‐10 Newton iterations. 
Based on  the above preparation,  the deformation mapping  relationship  from  the  initial 
planar virtual graphite sheet (see Fig. 4 (a)) to the current configuration (see Fig. 4 (c)) can be 
expressed as following 
ݔଵ ൌ ߣଵሺܶሻ ଵܺ ൅ ݑଵ                                                                                                 
ݔଶ ൌ ߣଶሺܶሻܴሺܶሻsin ൬
ܺଶ
ܴሺܶሻ
൅ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻ ଵܺ൰ ൅ ݑଶ                               ሺ24ሻ 
ݔଷ ൌ ߣଶሺܶሻܴሺܶሻ ൬1 െ cos ൬
ܺଶ
ܴሺܶሻ
൅ ߠሺܶሻߣଵሺܶሻ ଵܺ൰൰ ൅ ݑଷ                           
where  ݑଵ ,  ݑଶ   and  ݑଷ   are  the  displacement  components  of  a  point  on  the  deformed 
configuration  in  the  Euler  coordinate  system.  The  detailed  expression  of  displacement 
function will be given in section 6.   
5. Temperature­related constitutive model 
The  key  step  to  obtain  the  equivalent  temperature‐related  constitutive  model  in  the 
quasi‐continuum framework is to homogenize the free energy in the representative cell for the 
atomic  system.  With  the  above  preparations  of  free  energy  function  and  the  deformation 
mapping relationship, the constitutive model will be derived in this section.   
We  denote  ்ܹ஼  as  the  surface  free  energy  density  which  can  be  determined  in  the 
following way 
்ܹ஼൫ࡲ, ࡳ, ࣈூ௖ሺܶሻ൯ ൌ
ܷ଴ூ ൅ ்ܳூ
ߗூ
                                                       ሺ25ሻ 
where  ߗூ  is the area of the virtual representative cell (see Fig. 2 for reference) 
ߗூ ൌ
3√3
4
ܽ଴ଶሺܶሻ                                                                    ሺ26ሻ 
ܷ଴ூ  denotes  the  interatomic  potential  energy  over  the  virtual  unit  cell  of  carbon  atom  ܫ 
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which can be expressed in terms of Tersoff‐Brenner interatomic potential   
ܷ଴ூ ൌ
∑ ܸ൫࢘ூ௃௖ ሺܶሻ൯ ଷ௃ୀଵ
2
ൌ
∑ ܸ൫ࡲ, ࡳ, ࣈூ௖ሺܶሻ൯ଷ௃ୀଵ
2
                                ሺ27ሻ 
From Eq. (18), the energy  ்ܳூ  can take the following form 
்ܳூ ൌ ݇஻ܶ෍ lnቆ2 · sinh ቆ
԰߱ூఉ൫ࡲ, ࡳ, ࣈூ௖ሺܶሻ൯
2݇஻ܶ
ቇቇ
ଷ
ఉୀଵ
                            ሺ28ሻ 
From Eq. (27) and Eq. (28), the surface free energy density  ்ܹ஼  can be further written 
as a function of parameters  ߣଵሺܶሻ,  ߣଶሺܶሻ,  ߠሺܶሻ,   ߦଵ௖ሺܶሻ  and  ߦଶ௖ሺܶሻ   
்ܹ஼ ൌ ்ܹ஼൫ߣଵሺܶሻ, ߣଶሺܶሻ, ߠሺܶሻ, ߦଵ௖ሺܶሻ, ߦଶ௖ሺܶሻ൯                                     ሺ29ሻ 
As  mentioned  in  Section  4,  from  Eq.  (29),  these  parameters  can  be  obtained  by 
minimizing the surface free energy density 
߲ ்ܹ஼
߲ߣଵሺܶሻ
ൌ
߲ ்ܹ஼
߲ߣଶሺܶሻ
ൌ
߲ ்ܹ஼
߲ߠሺܶሻ
ൌ
߲ ்ܹ஼
߲ߦଵ
௖ሺܶሻ
ൌ
߲ ்ܹ஼
߲ߦଶ
௖ሺܶሻ
ൌ 0                               ሺ30ሻ 
Through Eq.  (30), with  ࣈ෠ூ௖ሺࡲ, ࡳ, ܶሻ  denoting  the optimization of  ࣈூ௖ሺܶሻ,  the surface  free 
energy density  ்ܹ஼൫ࡲ, ࡳ, ࣈூ௖ሺܶሻ൯  can be expressed as 
෡்ܹ஼ሺࡲ, ࡳሻ ൌ
෡ܷ଴ூ ൅ ෠்ܳூ
ߗூ
ൌ ்ܹ஼൫ࡲ, ࡳ, ࣈ෠ூ௖ሺࡲ, ࡳ, ܶሻ൯                                     ሺ31ሻ 
Using  Eq.  (31),  the  first  order  Piola‐Kirchhoff  stress  tensor  ࡼ෡்  and  the  second  order 
stress tensor  ࡽ෡்  can be derived respectively as 
ࡼ෡் ൌ
߲ ෡்ܹ஼
߲ࡲ
ൌ
1
ߗூ
 ቆ
߲ ෡ܷ଴ூ
߲ࡲ
൅
߲ ෠்ܳூ
߲ࡲ
ቇ                                            ሺ32aሻ 
ࡽ෡் ൌ
߲ ෡்ܹ஼
߲ࡳ
ൌ
1
ߗூ
 ቆ
߲ ෡ܷ଴ூ
߲ࡳ
൅
߲ ෠்ܳூ
߲ࡳ
ቇ                                            ሺ32bሻ 
Subsequently,  from  Eq.  (32),  we  can  calculate  the  tangent  modulus  tensors  using  the 
following forms 
ࡹ෡ ࡲࡲ ൌ
߲ଶ ෡்ܹ஼
߲ࡲٔ ߲ࡲ
ൌ
1
ߗூ
 ቆ
߲ଶ ෡ܷ଴ூ
߲ࡲٔ ߲ࡲ
൅
߲ଶ ෠்ܳூ
߲ࡲٔ ߲ࡲ
ቇ                                       ሺ33aሻ 
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ࡹ෡ ࡲࡳ ൌ
߲ଶ ෡்ܹ஼
߲ࡲٔ ߲ࡳ
ൌ
1
ߗூ
 ቆ
߲ଶ ෡ܷ଴ூ
߲ࡲٔ ߲ࡳ
൅
߲ଶ ෠்ܳூ
߲ࡲٔ ߲ࡳ
ቇ                                       ሺ33bሻ 
ࡹ෡ ࡳࡲ ൌ
߲ଶ ෡்ܹ஼
߲ࡳٔ ߲ࡲ
ൌ
1
ߗூ
 ቆ
߲ଶ ෡ܷ଴ூ
߲ࡳٔ ߲ࡲ
൅
߲ଶ ෠்ܳூ
߲ࡳٔ ߲ࡲ
ቇ                                       ሺ33cሻ 
ࡹ෡ ࡳࡳ ൌ
߲ଶ ෡்ܹ஼
߲ࡳٔ ߲ࡳ
ൌ
1
ߗூ
 ቆ
߲ଶ ෡ܷ଴ூ
߲ࡳٔ ߲ࡳ
൅
߲ଶ ෠்ܳூ
߲ࡳٔ ߲ࡳ
ቇ                                       ሺ33dሻ 
It  should  be  pointed  that  the  explicit  expressions  of  డ௎
෡బ಺
డࡲ
,  డ௎
෡బ಺
డࡳ
,  డ
మ௎෡బ಺
డࡲٔడࡲ
,  డ
మ௎෡బ಺
డࡲٔడࡳ
ቀ డ
మ௎෡బ಺
డࡳٔడࡲ
ቁ, 
  డ
మ௎෡బ಺
డࡳٔడࡳ
  are  very  complex,  and  the  derivation  of  these  formulas  are  not  given  in  this  study. 
Readers can referred to Guo et al. (2008) for more details.   
From the chain rule of differentiation, for the computation of  பொ
෠೅಺
பࡲ
  and  பொ
෠೅಺
பࡳ
, the key step 
is for computation of 
பఠෝ಺ഁ
பࡲ
  and 
பఠෝ಺ഁ
பࡳ
  ( ෝ߱ூఉሺࡲ, ࡳሻ ൌ ߱ூఉ ቀࡲ, ࡳ, ࣈ෠ூ௖ሺܶሻቁሻ  respectively. 
Through Eq. (17), the eigenequation can be expressed equivalently as follows 
ቆ
1
݉௖
߲ଶܷ଴
∂࢞ூ ∂࢞ூ
ቤ
࢞ୀ࢞బ
െ ࡵଷൈଷ ቀ ෝ߱ூఉሺࡲ, ࡳሻቁ
ଶ
ቇ ࢜ ൌ 0                                    ሺ34ሻ 
where  ࢜  is an arbitrary  3 ൈ 1  unit vector.   
The first order partial derivatives of  ߱ூఉ  with respect to  ࡲ  and  ࡳ  can be derived from 
Eq. (34) as follows 
∂ ෝ߱ூఉ
∂ࡲ
ൌ
1
݉௖
࢜T ∂
ଷܷ଴
∂࢞ூ ∂࢞ூ ∂ࡲ
ฬ
࢞ୀ࢞బ
࢜
2߱ூఉ
                                                     ሺ35aሻ 
∂ ෝ߱ூఉ
∂ࡳ
ൌ
1
݉௖
࢜T ∂
ଷܷ଴
∂࢞ூ ∂࢞ூ ∂ࡳ
ฬ
࢞ୀ࢞బ
࢜
2߱ூఉ
                                                     ሺ35bሻ 
It is difficult to calculate the second order partial derivatives of  ߱ூఉ  associated with  ࡲ 
and  ࡳ  analytically. Herein, they are computed through the finite difference method in our 
numerical implementation.   
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6. Meshless numerical simulation scheme 
6.1 Moving least‐squares approximation shape function   
Since  the  moving  least‐squares  (MLS)  approach  was  proposed  by  Lancaster  and 
Salkauskas  (1981),  it  has  been widely  used  to  form  shape  functions  for meshfree methods 
(Belytschko  et  al.  1996,  1998,;  Sun  and  Liew,  2008a,  b).  From  the  conception  of  MLS,  the 
approximate  nodal  displacement  interpolation  ݑ   can  be  expressed  on  the  initial 
configuration 
ݑሺࢄ, ࢄ଴ሻ ൌ෍݌௜ሺࢄሻܽ௜ሺࢄ଴ሻ
௡
௜ୀ଴
ൌ ࢖்ሺࢄሻࢇሺࢄ଴ሻ                                  ሺ36ሻ 
where  ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶሻ  is the coordinates of a material point in the reference configuration (see 
Fig. 4 (a)). And the coordinate space of  ࢄ଴  is included in the space of  ࢄ. The basis function 
݌௜ሺࢄሻ  is  a  complete  polynomial  expression  of  order  ݊  (herein  ݊  is  selected  as  2),  and 
ܽ௜ሺࢄ଴ሻ  is the coefficient of  ݌௜ሺࢄሻ, as shown in follows 
࢖்ሺࢄሻ ൌ ሺ1, ଵܺ, ܺଶ, ଵܺଶ, ଵܺܺଶ, ܺଶଶሻ                                           ሺ37aሻ 
ࢇ்ሺࢄ଴ሻ ൌ ൫ܽ଴ሺࢄ଴ሻ, ܽଵሺࢄ଴ሻ, ܽଶሺࢄ଴ሻ൯                                        ሺ37bሻ 
These coefficients  ࢇሺࢄሻ  can be obtained through a minimization process of a weighted 
least square fitting function  ࣢  which taken the following form 
࣢ ൌ ෍ݓሺࢄ െ ࢄఈሻሾ࢖்ሺࢄఈሻࢇሺࢄሻ െ ݑതఈሿଶ
௠
ఈୀଵ
                                       ሺ38ሻ 
with ݉  denoting  the  number  of  nodes  in  the  compact  support  influence  domain  with 
respected to point  ࢄ. It should be pointed that herein we select a rectangular support as the 
influence domain.  ݑതఈ  is the nodal displacement parameter associated with the   ߙ െ ݐ݄  node, 
which is not the real nodal displacement.  ݓሺࢄ െ ࢄఈሻ  is the weight function as 
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ݓሺࢄ െ ࢄఈሻ ൌ ݓ൫݀௑భ൯ · ݓ൫݀௑మ൯ ൌ ݓ ቆ
ԡ ଵܺ െ ܺఈଵԡ
݀௠௑ഀభ
ቇ · ݓ ቆ
ԡܺଶ െ ܺఈଶԡ
݀௠௑ഀమ
ቇ               ሺ39ሻ 
where  ݀௠௑ഀభ  and  ݀௠௑ഀమ  are the values of  length and width of the influence domain for the 
ߙ െth node. In this paper, we use the cubic spline function as the weight function 
ݓሺ݀ሻ ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ
2
3
െ 4݀ଶ ൅ 4݀ଷ
4
3
െ 4݀ ൅ 4݀ଶ െ
4
3
݀ଷ
0
         
݀ ൑
1
2
1
2
൏ ݀ ൑ 1
݀ ൐ 1
                                  ሺ40ሻ 
From Eq. (38), the minimization of  ࣢  associated with  ࢇሺࢄሻ  can be derived as   
߲࣢
߲ࢇ
ൌ ࡭ሺࢄሻࢇሺࢄሻ െ ࡮ሺࢄሻ࢛ഥ ൌ ૙                                                ሺ41ሻ 
where   
࡭ሺࢄሻ ൌ ෍ݓሺࢄ െ ࢄఈሻ࢖ሺࢄఈሻ࢖்ሺࢄఈሻ
௠
ఈୀଵ
                                        ሺ42aሻ 
࡮ሺࢄሻ ൌ ሾݓሺࢄ െ ࢄଵሻ࢖ሺࢄଵሻ, ݓሺࢄ െ ࢄଶሻ࢖ሺࢄଶሻ,ڮ ,ݓሺࢄ െ ࢄ௠ሻ࢖ሺࢄ௠ሻሿ          ሺ42bሻ 
࢛ഥ் ൌ ሺݑതଵ, ݑതଶ,ڮ , ݑത௠ሻ                                                    ሺ42cሻ 
Through Eq. (41), the coefficients  ࢇሺࢄሻ  can be expressed as 
ࢇሺࢄሻ ൌ ࡭ିଵሺࢄሻ࡮ሺࢄሻ࢛ഥ                                                         ሺ43ሻ 
Substituting  Eq.  (43)  into  Eq.  (36),  if  we  denote  ࣘሺࢄሻ  as  the  MLS  shape  function,  it 
yields that 
ݑሺࢄሻ ൌ ࢖்ሺࢄሻ࡭ିଵሺࢄሻ࡮ሺࢄሻ࢛ഥ ൌ ࣘሺࢄሻ࢛ഥ ൌ ߶ఈሺࢄሻݑതఈ                        ሺ44ሻ 
Subsequently, the first and second order partial derivatives of  ߶ఈሺࢄሻ  associated with  ࢄ 
can be calculated by 
߶ఈ,௄ ൌ
߲߶ఈ
߲ܺ௄
, ߶ఈ,௄௅ ൌ
߲ଶ߶ఈ
߲ܺ௄߲ܺ௅
                                              ሺ45ሻ 
The detailed expressions of the partial derivatives for  ߶ఈሺࢄሻ  are not given in this study, 
and readers can refer to Sun and Liew (2008a) for more information.   
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Substituting Eq. (44) into Eq. (24), the total deformation gradient tensors  ࡲ௧௢௧  and  ࡳ௧௢௧ 
can be derived as 
ࡲ௧௢௧ ൌ ࡲ ൅ ࡲௗ௘௙, ࡳ௧௢௧ ൌ ࡳ ൅ ࡳௗ௘௙                                               ሺ46ሻ 
where  ࡲௗ௘௙   and  ࡳௗ௘௙  can be calculated by 
ܨ௜௃
ௗ௘௙ ൌ
߲ݑ௜
߲ ௃ܺ
ൌ ߶ఈ,௃ݑതఈ௜                                                        ሺ47aሻ 
ܩ௜௃௄
ௗ௘௙ ൌ డ
మ௨೔
డ௑಻డ௑಼
ൌ ߶ఈ,௃௄ݑതఈ௜                                                   ሺ47bሻ   
6.2 Element Free Galerkin method 
In  this  subsection,  a  temperature‐dependent  meshless  numerical  framework  for 
simulating  the  buckling  and  post‐buckling  deformation behaviors  of  SWCNTs  in  the  case  of 
finite  temperature  is  established,  which  is  based  on  the  proposed  thermal  related 
quasi‐continuum  constitutive model.  The  key  step  to  construct  the  numerical  scheme  is  to 
obtain the discrete stiffness algebraic equations from the available equilibrium equations and 
boundary conditions based on the theory of variational principle and numerical quadrature. 
Herein, the penalty function method is employed to capture the essential boundary conditions, 
which is proved highly effective for handling boundary problems for SWCNTs by Sun and Liew 
(2008a, b).   
According to the principle of variation, the weak form of the governing equations can be 
expressed in the following way 
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ߜܧ ൌ නߜ ෡்ܹ஼ܸ݀
ఆ
െ න ݐ௜
௉ߜݑ௜݀߁
௰೟
െ න ݐ௜
ொ
௃ܰ
߲ሺߜݑ௜ሻ
߲ ௃ܺ
݀߁
௰೟
൅ න ߛሺݑ௜ െ ݑ෤௜ሻߜݑ௜݀߁
௰ೠ
ൌ න ቀ൫ ෠்ܲ൯௜௃߶ఈ,௃  ൅ ൫
෠்ܳ൯௜௃௄߶ఈ,௃௄ ቁ ߜݑതఈ௜ܸ݀
ఆ
െ න ݐ௜
௉߶ఈ ߜݑതఈ௜݀߁
௰೟
െ න ݐ௜
ொ
௃ܰ߶ఈ,௃ ߜݑതఈ௜݀߁
௰೟
൅ න ߛሺݑ௜ െ ݑ෤௜ሻ߶ఈ ߜݑതఈ௜݀߁
௰ೠ
ൌ 0                                                                                                                                           ሺ48ሻ 
where  ݅ ൌ 1,2,3,  ܬ, ܭ ൌ 1,2.  ݐ௜
௉  and  ݐ௜
ொ  are the first and second order stress tractions on the 
surface  ߁௧   associated  with  the  ݅ െ ݐ݄   degree  of  freedom  respectively.  ݑ෤௜   denotes  the 
boundary  displacement  with  respect  to  the  ݅ െ ݐ݄  degree  of  freedom  on  the  essential 
boundary conditions.    ௃ܰ  is  ܬ െ ݐ݄  degree of  freedom of  the unit outward normal vector.  ߛ 
is a penalty factor which is selected as  10଺  in this study.   
From Eq. (48), the incremental nonlinear stiffness equations, which are solved by Newton 
Raphson method in this paper, can be expressed in the following compact form 
ࡷሺ࢛ഥ௡ሻ · ሺ࢛ഥ௡ାଵ െ ࢛ഥ௡ሻ ൌ ࡼሺ࢛ഥ௡ሻ                                               ሺ49ሻ 
where  ࢛ഥ௡   and  ࢛ഥ௡ାଵ   are  the  solutions  of  displacement  parameters  in  the  ݊ െ ݐ݄   and 
ሺ݊ ൅ 1ሻ െ ݐ݄  iteration steps respectively.  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  is the stiffness matrix which is a function of 
displacement parameters.  ࡼሺ࢛ഥ௡ሻ  is the non‐equilibrium force.   
From Eq. (49), the nonlinear stiffness equation can be expressed explicitly as follow 
ቀ൫ܭ଴ሺ࢛ഥ௡ሻ൯ఈ௜ఉ௝ ൅ ܭఈ௜ఉ௝
ఊ ቁ · ൫ሺݑത௡ାଵሻఉ௝ െ ሺݑത௡ሻఉ௝൯ ൌ െ൫ ଴ܲሺ࢛ഥ௡ሻ൯ఈ௜ െ ቀܭఈ௜ఉ௝
ఊ · ሺݑത௡ሻఉ௝ െ ఈܲ௜
ఊ ቁ    ሺ50ሻ 
where  ߙ  and  ߚ  are the number of nodes in the considered system. And 
 
ܭ଴ఈ௜ఉ௝ ൌ න ቀ൫ܯ෡ிி൯௜ூ௝௃߶ఈ,ூ߶ఉ,௃ ൅ ൫ܯ
෡ிீ൯௜ூ௝௃௄߶ఈ,ூ߶ఉ,௃௄ ൅ ൫ܯ
෡ீி൯௜ூ௃௝௄߶ఈ,ூ௃߶ఉ,௄
Ω
൅ ൫ܯ෡ீீ൯௜ூ௃௝௄௅߶ఈ,ூ௃߶ఉ,௄௅ቁ ܸ݀                                                                                            ሺ51ሻ 
‐ 22 ‐ 
 
 
ܭఈ௜ఉ௝
ఊ ൌ න ߛ߶ఈ߶ఉߜ௜௝݀߁
௰ೠ
                                                    ሺ52ሻ 
 
଴ܲఈ௜ ൌ න ቀ൫ ෠்ܲ൯௜ூ߶ఈ,ூ ൅ ൫
෠்ܳ൯௜ூ௃߶ఈ,ூ௃ቁ
ఆ
ܸ݀ െ න ݐ௜
௉߶ఈ݀߁
௰೟
െ න ݐ௜
ொ
ூܰ߶ఈ,ூ݀߁
௰೟
           ሺ53ሻ 
 
ఈܲ௜
ఊ ൌ නߛ߶ఈݑ෤௜
ఆ
݀߁                                                         ሺ54ሻ 
where  ݅, ݆ ൌ 1,2,3,  ܫ, ܬ, ܭ, ܮ ൌ 1,2.  ߜ௜௝  denotes the Kronecker delta.   
It  is  worth  noting  that  the  stiffness  matrix  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  will  become  non‐positive  definite 
when the bifurcation such as buckling starts to develop. In other words, the standard Newton 
Raphson  method  will  be  invalid  and  fail  to  find  the  equilibrium  solution.  In  order  to 
circumvent  this  troublesome  difficulty,  a  positive  definite  stiffness matrix  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ ൅ ߙߣࡷࡵ  is 
used  to  replace  the non‐positive  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  when buckling or post buckling  takes place, where 
ߣࡷ  is  the magnitude  of  the most  negative  eigenvalue  of  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ,  ߙ  is  a  positive  number  to 
ensure  stiffness  matrix  being  positive  definite  and  ࡵ  denotes  the  unit  matrix.  After  a  few 
iterations, the non‐positive  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  will become positive definite, meanwhile, the modification 
ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ ൅ ߙߣࡷࡵ  can be canceled (i.e.  ߙ ൌ 0). The efficiency of this simple remedy technique for 
investigating buckling behaviors had been verified by Liu et al. (2004) and Sun et al. (2008a, 
b).   
The vibration frequency  ߱ூఉ  is obtained through the extraction of the eigenvalue for the 
3 ൈ 3  vibration matrix  ଵ
௠೎
డమ௎బ
ப࢞಺ ப࢞಺
  in Eq. (17). When the buckling occurs,  the vibration matrix 
will also be non‐positive definite. We use an approximate stiffness matrix  ࡷ௔௣௥ሺ࢛ഥ࢔ሻ  which is 
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determined  in  the case of without  temperature effect  considered  (i.e.  ܶ ൌ 0),  so, under  this 
circumstance,  the  vibration  frequency  will  not  need  to  calculate.  A  new  remedy  stiffness 
matrix  ࡷ௔௣௥ሺ࢛ഥ࢔ሻ ൅ ߙߣࡷࡵ  can  be  used  to  replace  the  non‐positive  definite  one  when  the 
buckling  occurs.  Although  the  convergence  is  slightly  slower  in  the  iteration  step  involving 
buckling, the equilibrium configuration and energy of the SWCNT can be obtained with higher 
computational efficency. 
Finally, the iteration procedure of the nonlinear system is summarized as follows 
(1) Firstly, assume the displacement parameter vector  ࢛ഥ ൌ ૙. 
(2) If the loading steps are enforced completely, stop, otherwise continue. 
(3) Calculate  the  stress  tensors  ࡼ෡்,   ࡽ෡்  and  the  tangent  modulus  tensors  ࡹ෡ ࡲࡲ,  ࡹ෡ ࡲࡳ, 
ࡹ෡ ࡳࡲ,  ࡹ෡ ࡳࡳ. 
(4) Calculate the shape function  ࣘ  and its partial derivatives  ࣘ,ூ  and  ࣘ,ூ௃. 
(5) Calculate the natural boundary condition.   
(a) If  the  natural  boundary  condition  is  enforced  in  the  first  iteration  step  of  one 
loading step,  ࢚௉ ൌ ૙  and  ࢚ொ ൌ ૙. 
(b) Form the force vector  ࡼ଴. 
(6) Enforce the essential boundary condition.   
(a) If  the  essential  boundary  condition  is  enforced  in  the  first  iteration  step  of  one 
loading step,  ࢛෥ ൌ ૙. 
(b) Calculate the stiffness matrix  ࡷఊ. 
(c) Assemble the non‐equilibrium force vector   ࡼሺ࢛ഥ௡ሻ. 
(7) Assemble the total stiffness matrix  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ. 
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If  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  is positive definite, continue. 
If  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  is nonpositive definite,  ࡷሺ࢛ഥ࢔ሻ  is replaced by  ࡷ௔௣௥ሺ࢛ഥ࢔ሻ ൅ ߙߣࡷࡵ, continue. 
(8) Solve the equation  ࡷሺ࢛ഥ௡ሻ · ሺ࢛ഥ௡ାଵ െ ࢛ഥ௡ሻ ൌ ࡼሺ࢛ഥ௡ሻ. 
(9) ࢛ഥ௡ ൌ ࢛ഥ௡ାଵ. 
(10) Judge whether the convergence criterion is satisfied. 
Yes, directly go to (11).   
No, go to (2). 
(11) Calculate the displacement vector  ࢛ ൌ ࣘሺࢄሻ࢛ഥ, and enforce the next loading step, 
go to (2). 
 
7. Numerical simulation   
In this section, with the proposed thermal‐related meshless computational scheme based 
on  the  temperature  dependent  quasi‐continuum  constitutive  model,  the  buckling  and 
postbuckling  deformation  behaviors  of  SWCNTs  subjected  to  axial  compression  and  torsion 
deformations  at  finite  temperature  are  investigated.  And  the  influence  of  tube  radii  on  the 
critical strains of zigzag and armchair SWCNTs are also studied. These problems are treated as 
quasi‐static and isothermal cases (the ambient temperature is not very high). The equilibrium 
solution is calculated in each loading step.   
7.1 Compressed (10, 0) SWCNTs 
Firstly, for the purpose of verifying the validity of the proposed computational model, the 
buckling deformation behaviors of a (10, 0) SWCNT under axial compression at 300K (i.e. at 
room temperature) are investigated. The effective length of the nanotube is 5.3 nm (a total of 
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420 atoms). One end of the tube is fixed, and the axial compression loading is enforced on the 
free end incrementally. At the early stage, one loading step is chosen as 0.1nm, and then when 
the deformation of the SWCNT closes to buckling, 0.01nm per loading step is used. The symbol 
݊ ൈ ݉  denotes the number of meshless nodes distribute uniformly along the longitudinal and 
lateral direction of initial virtual planar graphene sheet respectively.   
Fig.  5  (a)  shows  the  variations  of  strain  energy  density  of  the  (10,  0)  SWCNT  at  300K 
under different axial compression strain.  It can be observed that the strain energy per atom 
increases quadratically with the axial compression strain increasing and then when the axial 
strain reaches a critical value, the accumulated deformation energy will release partly. Beyond 
this critical strain, the strain energy density increases linearly. For comparison, the simulation 
results obtained through the molecular dynamic (MD) method reported by Zhang et al. (2009) 
are also depicted  in Fig.  5  (a). Before buckling occurs,  although  the  results obtained by our 
proposed numerical model are slightly smaller than the simulation values provided by Zhang 
et al. (2009), the trend of the variations of the strain energy density and the value of critical 
strain are consistent with each other. However, the discrepancy between the results obtained 
by  our  model  and  by  the  MD  method  is  large  after  buckling.  The  possible  source  for  the 
bifurcation might be that our constitutive model is more rigid than the atomistic method. It is 
because that if atom  ܫ  is considered to calculate the free energy in the representative cell, the 
other atoms are fixed (see Fig. 2 for reference).   
The  effect  of  the  number  of  the  selected meshless  nodes  on  the  buckling  deformation 
behavior of the SWCNT is also shown in Fig. 5 (a). It can be observed that as buckling taking 
place,  the  amount  of  the  energy  jump  will  increase  with  the  number  of  meshless  nodes 
‐ 26 ‐ 
 
increasing. It is reasonable from the point of numerical computation that the structure will be 
more compliant with the number of nodes increasing. The critical strain changes from 6.6% to 
6.8% with the number of nodes increasing from  16 ൈ 12  to  31 ൈ 20. It is interesting to note 
that although the number of nodes has somewhat influence on the critical strain, these critical 
values match perfectly with that of 6.714% reported by Zhang et al. (2009). 
The  corresponding  buckling  deformation  patterns  of  the  (10,  0)  SWCNT  for  different 
number of nodes are shown in Fig. 5 (c), (d) and (e). Obviously, with the nodes increasing from 
16 ൈ 12  to  31 ൈ 20,  the  local  deformations  of  the  SWCNT  will  be  more  severely.  The 
deformation  patterns  as  shown  in  Fig.  5  (c)  and  Fig.  5  (d)  are  very  similar  to  the  MD 
simulation result  (see Fig. 5  (b)  for  reference). Accordingly, with  fewer number of meshless 
nodes used, a reasonable simulation result can be obtained by the proposed thermal‐related 
numerical framework.   
7.2 Compressed (7, 7) SWCNT 
In  order  to  further  verify  the  efficiency  of  the  numerical  framework,  the  buckling  and 
postbucking  behaviors  of  a  SWCNT  undergoing  severe  deformation  will  be  tested  in  this 
subsection. A  (7, 7) armchair SWCNT 6.3nm  long  is  selected  for  axial  compression  test. The 
number of the meshless nodes are  37 ൈ 25. One end of the SWCNT is fixed, the load imposed 
on the free end in the same way as shown in subsection 7.1. The variations of strain energy 
per  atom  of  the  SWCNT  associated  with  axial  compression  strain  at  different  temperature 
(100K, 300K and 500K) are  shown  in Fig. 6  (a). At 100K,  the  first buckling critical  strain  is 
6.023%,  and  the  postbuckling  critical  strains  are  8.876%  and  9.668%.  At  300K,  the  critical 
strains  are  5.984%,  8.819%  and  9.606%.  And  at  500K,  they  become  5.891%,  8.527%  and 
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9.457% respectively. It is obviously that, with temperature increasing from 100K to 500K, the 
value of critical strain will decrease. Zhang and Shen (2006) and Zhang et al. (2009) are also 
obtained  a  similar  trend  of  the  variation  of  critical  strain  for  SWCNTs  with  MD  method 
employed.   
Fig.  6  (b)  shows  the  buckling  and  postbuckling  deformation  patterns  of  the  SWCNT 
corresponding  to  the  critical  strain  points  which  are  depicted  in  Fig.  6  (a).  For  this  (7,  7) 
SWCNT  with  a  relatively  small  aspect  ratio,  the  shell‐like  buckling  patterns  are  observed. 
These buckling modes are very similar to those reported by Yakobson et al. (1996) with MD 
method used (see Fig. 6 (c) for an illustration). It is obvious that, from the buckling pattern (1) 
to (3), the local buckling occurs firstly, and then with the deformation increasing, the SWCNT 
will fall into global buckling status.   
7.3 Critical strains of SWCNTs under compression 
In  this  subsection,  the  influence  of  nanotube  radius  on  the  critical  strain  of  two  types 
SWCNTs ((n, n)armchair  and (n, 0) zigzag SWCNTs) under axial compression at 0K and 300K 
are studied. The effective length of all the nanotubes considered in this test is 10.1nm. Fig. 7(a) 
shows  the variations of  critical  strain as  functions of  tube radius  for SWCNTs with different 
chirality.  It  can  be  seen  that when  the  nanotube  radius  is  smaller  than  0.56nm,  the  critical 
strain  increases  linearly with  the  tube radius  increasing and  then a  tip  is reached. However, 
the  trend  of  its  variation  is  opposite  and  the  critical  strain  decreases  very  quickly with  the 
tube  radius  continuously  increasing.  For  the  tube  radius  is  larger  than  0.88nm,  the  critical 
strain  decreases  in  approximate  index  form  and  then  a  saturated  value  appears  when  the 
radius is larger than 2nm. It is obviously that the critical strain is not sensitive to the chirality 
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of  SWCNTs.  For  the  comparison,  the  results  obtained  through MD method  by  Cornwell  and 
Wille (1998) at 0.005K (very close to absolute zero temperature) are also depicted in Fig. 7 (a). 
Our results are in good agreement with those obtained by MD method. Fig. 7 (a) also shows 
that  the critical  strains predicted at 300K are smaller  than  the corresponding ones at 0K.  It 
indicates that the SWCNTs will be softening with the temperature raising.   
Three buckling modes of SWCNTs with different aspect ratio are shown in Fig. 7 (b), (c) 
and  (d).  If  the  radii  of  SWCNTs  range  from  0.3nm  to  0.56nm,  the  SWCNTs  will  undergo 
beam‐like buckling modes which are very similar with those given by Wang et al. (2007) and 
Wang et al.  (2010) (see Fig. 7  (b)  for reference).  If a SWNCT falls  into  the range of  the  tube 
radius between 0.56nm and 0.88nm, the shell‐like buckling mode can be observed (as shown 
in  Fig.  7  (c)).  In  addition,  when  the  radius  of  a  SWCNT  is  larger  than  0.88nm  the  can‐like 
buckling deformation pattern will onset (see Fig. 7 (d)).   
It is interesting to note that the variations of the critical strain can be divided into three 
stages  such  as  b,  c  and  d  (see  Fig.  7  (a)  for  an  illustration).  In  the  stage  b  (i.e.  the  radii  of 
SWCNTs  in  the  range between 0.3nm  to 0.56nm),  the buckling patterns of  SWCNTs are  like 
beams  (see Fig.  7  (b)  for  reference) which are very  similar with  those given by Wang et  al. 
(2007)  and Wang  et  al.  (2010).  If  a  SWNCT  falls  into  the  range  of  the  tube  radius  between 
0.56nm to 0.88nm (in stage c) a shell‐like buckling mode will appear at the critical strain point 
(as shown in Fig. 7 (c)). In addition, when the radius of a SWCNT is larger than 0.88nm (i.e. in 
stage  d)  a  can‐like  buckling  deformation  will  onset  (as  shown  in  Fig.  7  (d)).  The 
transformation of bucking modes for SWCNTs with different radii predicted by our numerical 
model is very similar to that reported by Cornwell and Wille (1998).   
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7.4 Twisted (21, 0) SWCNT 
In  this  test,  a  (21,  0) zigzag  SWCNT 11.2nm  long  (a  total  of  1890 atoms)  is  chosen  for 
twisting  test  at  room  temperature  (300K).  The  rotation  is  applied  on  the  two  ends  of  the 
SWCNT  in opposite direction with  respect  to  the axis of  the undeformed nanotube. And  the 
loading  is  enforced quasi‐statically with one degree per  step.  For  comparison,  37 ൈ 30  and 
41 ൈ 21  meshfree  nodes  are  used  to  investigate  the  influence  of  the  number  of  nodes  on 
deformation  behaviors  of  the  considered  SWCNT.  Fig.  8  (a)  shows  the  variations  of  strain 
energy density with respected to twisting angle at 300K. It can be seen that in the small strain 
range  (i.e.  twisting  angle  per  length  less  than  2ל/nm),  the  strain  energy  density  increases 
quadratically with the twisting angle increasing. However, when the twisting angle per length 
is larger than the critical value of  2ל/nm, the strain energy density increases nearly linearly. 
For  the  comparison,  the  MD  simulation  results  reported  by  Zhang  et  al.  (2006)  are  also 
depicted  in  Fig.  8  (a).  The  trend of  the  variations of  strain  energy density predicted by our 
model  is  in  good  agreement with  that  obtained  through MD method. The  energy difference 
between  the  two  methods  becomes  large  with  an  increasing  of  twisting  angle.  As 
aforementioned,  the most probably  source  is  that our quasi‐continuum model  is more  rigid 
than the MD model.   
As  shown  in  Fig.  8  (a),  it  is  interesting  to  note  that  the  strain  energy‐strain  curve  is 
extremely smooth unlike the case of axial compression, even though the buckling occurs. This 
matches well with those reported by Zhang et al. (2009) and Khademolhosseini et al. (2010). 
The  possible  reason  for  this  phenomenon  is  that  the  increased  and  released  deformation 
energy of the SWCNT under torsion keeps equilibrium. And a reasonable result for the SWCNT 
‐ 30 ‐ 
 
under  torsion  can  be  obtained  with  fewer  meshless  nodes  used.  Due  to  the  absence  of 
non‐bonded  interactions,  the  buckling  pattern  of  the  (21,  0)  SWCNT  at  twisting  anlge  per 
length of  3.98ל/nm  predicted by our model is slightly slimmer than the MD simulation result 
(see Fig. 8 (b) and (c)). 
8. Conclusion   
In the present paper, we developed a thermal‐related meshless numerical scheme based 
on the thermo‐related quasi‐continuum theory to simulate the large deformation behaviors of 
armchair and zigzag SWCNTs at finite temperature. Based on Helmholtz free energy and THCB 
rule  employed,  the  thermal  effect  and  the  curvature  effect  can  be  taken  into  consideration 
conveniently and highly cost‐effective. The mesh‐free method is a reasonable candidate for the 
implementation of  the quasi‐continuum model with  requirement of higher order continuity. 
The axial compression and torsion tests  for  two types SWCNTs  implement numerically with 
the  proposed  numerical  framework  at  finite  temperature.  Compared  with  the  molecular 
dynamic modeling, good simulation results can be predicted with fewer meshless nodes used 
in  our  numerical  simulation.  It  is  foreseeable  that  if  the  non‐bonded  interactions  are 
considered in our quasi‐continuum model, the simulations for large deformation behaviors of 
SWCNTs will be more perfect.     
It  is worth noting  that  this  developed numerical  scheme  is  not  restricted  to CNTs.  The 
thermo‐mechanical  properties  of  graphene  can  also  be  simulated  by  this  numerical 
framework,  and  it  will  be  presented  in  a  further  work.  In  addition,  it  is  because  the  bond 
rearrangements  or  defects  cannot  be  conducted  by  this  quasi‐continuum  model,  a  hybrid 
numerical scheme combined with atomistic model can be developed in the days ahead. 
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Figure Captions 
Fig. 1.   
Deformation Mapping of standard Cauchy‐Born rule 
 
Fig. 2.   
(a)  representative  cell  corresponding  to  a  carbon  atom  ܫ,  (b)  schematic  diagram  of 
inner displacement  ࣁ  vector.   
 
Fig. 3.   
The vibration centers of initial equilibrium graphene and the virtual bond length  ܽ଴  at 
temperature  ܶ.   
 
Fig. 4.   
Deformation mapping from virtual graphene sheet to current configuration: (a) an 
initial undeformed virtual graphene; (b) the undeformed SWCNT rolled by (a) with  ߶ 
denoting the twisting angle; (c) the deformed SWCNT under certain boundary condition.   
 
Fig. 5.   
Comparison between meshless simulation and molecular dynamic simulation of (10, 0) 
SWCNT at 300K, and the influence of the number of meshless nodes on buckling patterns, (a) 
strain  energy  per  atom  versus  axial  compression  strain,  (b)  buckling  pattern  obtained  by 
Zhang et al.  (2009),  (c) buckling pattern of  16 ൈ 12  nodes,  (d) buckling pattern of  21 ൈ 15 
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nodes, (e) buckling pattern of  31 ൈ 20  nodes. 
 
Fig. 6.   
Buckling and postbuckling behaviors of the (7, 7) SWCNT under axial compression, (a) 
the  variations of  strain  energy per  atom with  axial  compression  strain  at  different  absolute 
temperature,  (b)  the  buckling  and  postbuckling  patterns,  (c)  the  buckling  and postbuckling 
patterns obtained by Yakobson et al. (1996). 
 
Fig. 7.   
Critical  strain  of  two  type  SWCNTs,  (a)  relationship  between  critical  strain  and  tube 
radius at 0K and 300K, (b), (c) and (d) are buckling patterns with different radius. 
 
Fig. 8.   
Twisted the (21, 0) SWCNT at 300 K: (a) variations of strain energy with twisting angle 
unit  length;  (b)  and  (c)  are  buckling  patterns  at  3.98ל/nm  obtained  by  our model  and  the 
molecular dynamic model (Zhang et al. 2006) respectively. 
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Fig. 7. 
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Fig. 8. 
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